Semana 7

= Se sugiere antes de resolver los ejercicios ver los videos de YouTube de los temas correspon-
dientes asi como también leer la bibliografia recomendada y el material tedrico subido en el
campus del curso.

= A continuacién se presentan algunos ejercicios resueltos y algunas observaciones para resolver
los ejercicios 21 a 28 de la Guia 2. Los ejercicios propuestos que no estan en la gufa (pero que
se relacionan con los mismos) no tienen numeracion.

Esta semana empezaremos estudiando un conjunto de transformaciones lineales con muchas
aplicaciones y muy importantes: los proyectores.

Proyectores

Sea V un K-espacio vectorial y 81, So dos subespacios complementarios de V, es decir
V=85 &S,.

Entonces, a cada v € V le corresponden unicos v1 € 81, v € Sy tales que
V= V] + V2.

La proyeccion de V sobre S1 en la direccion de So, denotada por Ils, s,, es la transformacion
lineal de V en V definida por

IIs, s, (v) :=v1.

Antes de resolver el Ejercicio 24, veamos un ejemplo.

1 0 0
Ejemplo 1 : En R3 sean Sy :=gen{ | 1 [}y Sa:=gen{ | 1 |, | 0 |}. Claramente,
1 1 1
S1 DS = R3
1 0 0
v, B={ |1, | 1], | 0]} esunabase de R3 Consideremos la transformacién lineal T :
1 1 1
R3 — R3, definida en la base B como
1 1 0 0 0 0
T(|1])=|1|, (|1 [)=|0]|,T(|O0]|)=1|0
1 1 1 0 1 0

Entonces, T = Ils,, s,, la proyeccién de R? sobre S; en la direccién de Ss.



1 0 0
Observar que Im(T)=S1=gen{ | 1 |} y Nu(T)=8S2=gen{ | 1 |, | O |}.
1 1 1

Ahora si, vamos a resolver item por item el Ejercicio 24.
Ejercicio 24:

a) Explicar por qué Ilg, s, es la tnica TL de V en V tal que Ils, s,(v) = vsiv € Sy
IIs,, s,(v) = 0y, si v € So. Comprobar que

Im(Hsl, 52) D NU(H&, 32) =V.

Primero veamos que Ils,, s, estd bien definida y es una TL.

Para ver qué estd bien definida, basta ver que a todo elemento del dominio de Ils, s, (que
es V) le corresponde un unico elemento del espacio de llegada (que también es V). De hecho,
como

V=8 &85

a cada v € V le corresponden tnicos v1 € Si, v2 € S tales que v = v +v2. Como Il s5,(v) =
v1, efectivamente Ils, s, estd bien definida.

Veamos que Ils, s, es una TL. Sean v,w € V y a € K, entonces existen unicos v, w; € &1
y v9,wo € Sy tales que v = v; + v2 y w = wy + wy. Entonces, por un lado, por definiciéon de
IIs,. s,, tenemos que Ilg, s,(v) = v y Ils,, s, (w) = wy. Por otro lado, observar que

v+w =) + vy +w +wy = (v +w1) + (w1 + wa), (1)

ademds, vi+w; € 81 (porque S; es un subespacio) y va+ws2 € Sz (porque Sy es un subespacio).
Entonces (1) es la (unica) descomposicién del vector v + w como suma de elementos de S y
Sy. Por lo tanto

Hgl’ 52(11 + w) =v tw = Hsh 52(1)) + Hsh 52(10).

De manera similar se prueba que Ils, s, (av) = alls, s, (v) y entonces, probamos que I, s,
es una transformacién lineal.

Veamos que Ils, s, es la tinica TL que cumple con lo que dice el item a).

Primero, observar que Ils, s, efectivamente cumple lo que dice el item a). Es decir que
s, 52(”) =vsiveES y ILs,, 32(’1)) = Oy, si v € Ss.

De hecho, si v € 81, como v = v+ Oy y Oy € Sz (pues Sy es un subespacio), esa es la unica
descomposicién de v como como suma de elementos de S; y So. Entonces, por definicion de
IIs,, s,, tenemos que Ils, s,(v) = v. De esa manera, si v € S, entonces v = Oy + v, Oy € S;
(pues S; es un subespacio) y esa descomposicion es unica. Entonces, por definicién de Ils, | s,,
tenemos que Ilg,  s,(v) = Oy.

Finalmente, supongamos que existe T' € L(V) tal que T'(v) = v, si v € §; y T(v) = Oy, si
v € 8. Veamos que T' = Ils, s,.



De hecho, dado v € V, existen tnicos v1 € S1, v9 € Sy tales que
v = v1 + V2.

Entonces, como v; € S, tenemos que T'(v1) = v1 y como vy € Sa, tenemos que T'(vy) = Oy.
Ademas, por definicién de Ils,  s,, tenemos que Ils, s,(v) = vi. Entonces

Tw)=T(vy +v2) =T(v1) +T(v2) =v1 4+ 0y =v; = IIs,, s, (v).

Como esa igualdad vale para cualquier v € V, concluimos que T' = 1ls, | s,.
Por ltimo, veamos que
Im(HSL 52) ©® NU<H$17 32) =V.

En primer lugar, veamos que Im(Ils, s,) = S1 y que Nu(Ils, s,) = S2, probando la doble
inclusion.

Veamos que Im(Ils, s,) = Si.

Siw e Im(Ils,, s,), entonces existe v € V tal que Ilg,, 5,(v) = w. Como v € V existen tinicos
vy € 81, v9 € S tales que v =v1 +v2 y

w = HSI: 32(7)) = U1,

entonces w = v; € S; y vale que Im(Ils,, s,) € Si. Reciprocamente, si v € Si, acabamos de
ver que
HS1, So (U) =,

entonces v € Im(Ils,, s,) y probamos que S; C Im(Ils,, s,). Como probamos la doble inclu-
sion, se sigue que Im(Ils, s,) = Si.

Veamos que Nu(Ils, s,) = Sa.

Siv € Nu(Ils,, s,), entonces Ils, s,(v) = Oy. Como v € V existen tnicos v1 € S1, v2 € Sy
tales que v =v1 +v2 y

OV - HSL SQ(U) = 1,
entonces v = v; + v9 = Oy + v2 = v € Sy y vale que N u(th S,) C Sa. Reciprocamente, si

v € S, acabamos de ver que
Us,, s, (v) = Oy,

entonces v € Nu(lls, s,) y probamos que So C Nu(Ils, s,). Como probamos la doble inclu-
sién, se sigue que Nu(Ils, s,) = Sa.

Entonces, usando que V = 81 @ Sa, concluimos que Im(Ils,, s,) ® Nu(Ils, s,) = V.
Demostrar que Ils, s, es idempotente, es decir, H?Sh s, = 1Lsy, 5-

Recordar que H%h s, = sy, 8, 01ls,, s,- Como tenemos que probar una igualdad de TL,
basta ver que la igualdad vale para cada v € V.



Sea v € V, entonces existen tnicos v; € S1, vo € Sy tales que v = v + v9 y por definicién
de Ils, s,, tenemos que Ils, s,(v) = vi. Ahora, como vy € Si, vimos en el item a) que
IIs,, s,(v1) = v1. Juntando todo esto, nos queda que
2
115, 5,(v) = sy, 5,(Isy, 5,(v)) = 1Ly, 5,(v1) = 01 = Iy, s, ().

Como la igualdad anterior vale para todo v € V, concluimos que H?gl s, = sy, s,

Observar que Ils, s, +1ls, s, = Iy, o lo que es lo mismo, Ils, s, = Iy —1lg, s,.

Como tenemos que probar una igualdad de TL, basta ver que la igualdad vale para cadav € V.
Sea v € V, entonces existen tnicos v; € 81, vg € Sy tales que v = vy + vo y por definicién de
IIs,. s, v Ils,, s, tenemos que Ils, s,(v) = v1 y Ils,, s, (v) = vo. Entonces

[HSL S T HSz, 31](“) = H317 32(0) + H327 S1 (U) =v1+v2=v= IV(U)'
Como la igualdad anterior vale para todo v € V, concluimos que Ils, s, +Ils, s, = Iv.
Mostrar que
251, Sy = Iy — 2H52, S1

es la unica transformacién lineal de Ven V tal que Xs, s,(v) = v,siv € 81,y Ls,, s5,(v) = —v,
si v € S2. A la transformacion lineal s, s, se la denomina la simetria de V respecto de Si en
la direccion Ss.

Dejo de ejercicio ver que Xg, s, estd bien definida y que es una TL.
Veamos que efectivamente Xs, s,(v) =v,siv e S,y Bs,, s,(v) = —v, siv € Sp.
Ya vimos que si v € S; entonces Ils, s, (v) = Oy y si v € Sy entonces I, s, (v) = v. Por lo
tanto, si v € Sy,
251, So (U) = Iv(U) -2 1_[527 S1 (U) =v—2 OV = .
Finalmente, si v € S,

s, s, (v) = Iy(v) — 2ls,, 5,(v) =v—2v = —v.

Y probamos lo que queriamos.

Por tltimo, supongamos que existe S € L(V) tal que S(v) = v,siv € §; y S(v) = —v, si
v € 8. Veamos que T = Yg, | s,.

De hecho, dado v € V, existen tnicos v1 € 81, vo € Sy tales que
V= V1 + V2.

Entonces, como v € 81, tenemos que S(v1) = vy y como vy € Sy, tenemos que S(ve) = —vs.
Ademss, por definicién de Xg,, s,, tenemos que

Y5, s, (v) =v—2Is,, s, (v) =v1 + v — 203 = v1 — V2.

Entonces
S(v) = S(v1 +v2) = S(v1) + S(v2) =v1 —v2 = Xg,, s,(v).

Como esa igualdad vale para cualquier v € V, concluimos que S = Xg,  s,.
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d) Probar que E‘Qgh 5, = Iv.

Sea v € V, entonces existen tnicos v1 € 81, vg € Sy tales que v = vy + vo y por definicién de
2s,, Sy, tenemos que

Y5, s, (v) =v—2Is,, 5, (v) =v1 +v2 — 202 = v1 — V2.

Ahora, como v; € Si, vimos en el item d) que X, s,(v1) = v1 y como vy € Sz, vimos en el
item d) que g, s5,(v2) = —v2. Juntando todo esto, nos queda que

2?91, Sa (U) = 251, Sa (2317 S2 (U)) = Z51, Sa (Ul - 'U2) = Z351, Sa (Ul) - E51, Sa (UQ) =

=V — (—112) =V +v2=0v= Iv(’l)).

Como la igualdad anterior vale para todo v € V, concluimos que E%l s, = v

La siguiente propiedad la usaremos para probar el Ejercicio 25 y se podra usar para resolver
el Ejercicio 28.

Proposicion 1. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n y S1,Sa dos subespacios com-
plementarios de V, es decir

V=& &8;.
Supongamos que dim(S1) = r y B = {v1, - ,0r,Up41, - ,0n} es una base de V donde
{vi,v9, -+ ,v.} es una base de 81 y {vry1, - ,vn} es una base de Sy. Entonces

[H81, Sz]g = |: OITXT Orxn—r :| .

n—rxr OTL*T‘XTLfT

[281, Sz]g = |: OITXT Yoo :| 0

n—rxr _In—rxn—r

Donde I, denota la matriz identidad de r X r, Opxpn—r la matriz nula de r x n —r, etc.

J

Dem. En el ejercicio anterior, vimos que Ilg, s,(v) = vsiv € S y Ils, s,(v) = Oy, si v € Sy.
Entonces

IIs,, s,(vi) =v;, paratodoi=1,2,--- 7y Ils, s,(v;) =0y paratodoi=r+1,r+2,--- n.

Recordemos ademés que [vi]B = ¢;, donde e; es el vector i-ésimo de la base candnica de K", es decir
el vector de K" con todas componentes nulas excepto en el lugar ¢ donde vale 1. Por ejemplo,

w]Z =[10--- 0T =e.
Por lo tanto, por definicién de [Ils, s,]5, tenemos que

s, 5,15 = [ sy, 5, (v1)]7 Ms,, 5,(02)]7 -+ [s,, 5, (vp)]7 Ms,, 5, (0r41)]7 -+ [y, s, (va)]” ] =



I Opxn—
= [[or)? l? - [or] (0017 - 0017 = [e1ea - € Ogn oo Oga] = | (T Omenr
Onf'r‘XT 07L77‘><n*7'
De la misma manera, en el ejercicio anterior, vimos que Xg,, s,(v) =vsiv € S1y Es,, 5,(v) =

—v, siv € Ss.

Entonces s, s,(vi) = v;, para todoi=1,2,--- ,ry Xs, s,(v;) = —v; para todoi =17+ 1,7+
2,---,n. Por lo tanto, por definicién de [Zs,, s,]5, tenemos que
Es1, 818 = [ [Zs1, :(01)]” [Bs1, 5, (02)]7 - [Bs, 5, (00)]7 [Bsy, 8, (0r41)]7 -+ [Ssy, 8, (0a)]7 ] =
= [[0]" [wa]® -+ ] [mora]? - ol I =[erea - ep —eppn - —en] =
— I'I"XT’ OTXTL*T
0n—'r><r _In—rxn—r
]

Ejercicio 25: En cada uno de los siguientes casos, hallar la matriz respecto de la base candnica
de las transformaciones lineales indicadas:

1 1 0
b) La proyeccién de R? sobre el plano gen{ | 1 |, | 1 |} en la direccién, gen{ | 1 |}.
1 0 2
c) La simetria de Ra[z] con respecto a gen{1,x} en la direcciéon gen{l + z + 22}.
1 1
Dem. b): Con la notacién de la definicién de Ils, s,, tenemos que S =gen{ [ 1 |, | 1 |}y
0
0 1 1 0
Sy =gen{ | 1 |}. Observar que como R?® =8 &Sy, tenemosque B:={ | 1 |, | 1|, [ 1 |}
2 1 0 2
es una base de R3. Entonces, por la Proposicién 1, se sigue que
1 0 0
I 0
Ms,, 518 = [ o ] =010
1x2 1x1 00 0
1 0 0
SSE={101], | 1], | 0]} eslabase canénica de R3, el ejercicio nos pide [IIs, s,]%.
0 0 1

Entonces, como tenemos [IIs,, s,]5, sélo nos resta hacer un cambio de base. Si

1 10
M= |1 11/,
1 0 2



denota la matriz de cambio de base de B a E, tenemos que

[HSL Sz]g = [M]g [HSL Sz]g [M]g = [M]g [HSL Sz]g ([M]g)_l

2 -2 1
Finalmente, como ([M]E)~1= | =1 2 -1 |, tenemos que
-1 1 0
110 100 2 -2 1 1 0 0
Ms,. s))5= |1 1 1 010 -1 2 —1|=1{1 0 0
1 0 2 0 00 -1 1 0 2 =21
1 0 0 1 0 0
Observarque (| 1 0 0 )2 = 1 0 0 |.Estehecho no es casualidad, después veremos
2 -2 1 2 -2 1

que si T € L(V) es un proyector, siempre vale que

([T18)? = [1]5, para cualquier base B de V.

¢): Con la notacién de la definicién de S, s,, tenemos que S; = gen{1,z} y So = gen{1+x+x?}.
Observar que como Ro[z] = S; @ Sy, tenemos que B’ := {1,2,1 + = + 22} es una base de Ry[x].
Entonces, por la Proposicién 1, se sigue que

0

1 0
[251, Sz]B/ - |: £2><2 _0§><1 :| = 0 1 0
1x2 1x1 00 —1

. 7 . . o« . . /
Si E' = {1,z,2%} es la base canénica de Ry[z], el ejercicio nos pide [Xs,, s,]% . Entonces, como
/ 7 . .
tenemos [Xg, sz]g,, s6lo nos resta hacer un cambio de base. Si

101
ME =101 1],
001

denota la matriz de cambio de base de B’ a E’, tenemos que

Bs1, s.lB = MB B, sl ME = M [Ss,, sl ((M]5) ™!
Finalmente, como ([M , tenemos que
1 01 1 0 0 1 0 -1 1 0 -2
Es,. &)= 1011 01 0 01 -1 |= 101 -2
0 01 0 0 —1 00 1 00 —1



1 0 -2 100
Observar que ( | 0 1 =2 )2 = 0 1 0 | = I3x3. Este hecho no es casualidad, después
00 —1 0 0 1

veremos que si S € L(V) es una simetria, siempre vale que
([S]8)% = L4im(v)xdim(v), para cualquier base B de V.

O

Ejercicio : Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n (finita) y S;, Sy dos subespacios com-
plementarios de V, es decir
V=& & Ss.

Entonces, para cualquier base B de V se sigue que
([H&y 32]2)2 = [HSL Sz]g y ([2317 32]%)2 = Inxn.

Dem. Recordar que la semana pasada vimos que si v € V, tenemos que

[H31, 32(“)]3 = [HSL Sz]g [U]B'

En el Ejercicio 24 item d), vimos que Ils,, s, es idempotente, es decir H?sh s, = sy, s,
Entonces, por un lado, tenemos que

03, 5,()]7 = [s,, 5,(0))7 = [s,, s,]5 [v]”

y, por otro lado,
[H?S‘l, So (U)]B = [H31, Sa (Hsl, Sa (v))]B = [HSL Sz]g [HSI, Sa (U)]g =

= [HSL Sz]g [HSL 52]5 [U}B = ([HSL Sz]g)2[v]3'
Igualando las dos expresiones anteriores, nos queda que
(Ms,, s:]8)* )7 = IE, 5,(0)]7 = s, 5] 5 [0]7.

Es decir, tenemos que
([Hsl, 52]2)2 [U]B = [HSL Sz]g)[U]B>

para todo v € V. Recordar que si dos matrices A y B son tales que A[v]? = B[v]? para todo v € V,
entonces A = B. Usando, este hecho, concluimos que

([HSL 52]5)2 = [HSL Sz]g'

Finalmente, en el Ejercicio 24 item e), vimos que Z?Sh s, = lv. Entonces, por un lado, tenemos
que

35, 5 )7 = Iy(©)]” = []"



y, por otro lado,

B
B
= [231, Sz]g [231, Sz}g [U]B = ([2317 32]%)2[1}]3'
Igualando las dos expresiones anteriores, nos queda que
([Zs1, s:18)° )7 = [55,, 5,(0)]7 = []7 = Luxn [1]".
Es decir tenemos que ([Ss,, s,]8)? [v]® = Lixn [v]P, para todo v € V. Entonces, se sigue que
([231, SQ]E)Q - In><n-

O]

El siguiente ejercicio recolecta varias propiedades de proyectores y simetrias. Vamos a resolverlo
item por item.
Ejercicio 27 a) Verificar las siguientes afirmaciones:

a) Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces T es la proyeccién de V sobre Im(T) en la direccién
de Nu(T) es decir

T = Upmr), Nu(T)-
Este ejercicio nos esta pidiendo indirectamente que probemos que

V=1Im(T)® Nu(T),

que es cuando estd definido el proyector U, (1), Nu(T) (tal como vimos més arriba). Si proba-
mos eso, luego veremos que 1" = Il7p,(1), Nu(T)-

Vamos a ver entonces que V = I'm(T) @ Nu(T), usando como hipétesis que T2 =T o T = T.

Primero veamos que Im(T) N Nu(T) = {Oy}. Supongamos que v € Im(T) N Nu(T'), entonces
por un lado T'(v) = Oy y por el otro v € Im(T).

Como v € I'm(T) existe u € V tal que v = T'(u) entonces, usando que T o T = T, se sigue que

Acabamos de demostrar un hecho importante (usando como hipétesis 72 = T)):

si v € Im(T) entonces T(v) = v.
Siguiendo con la demostracién, tenfamos que T'(v) = Oy (porque v € Nu(T')), entonces
v ="T(v) =0y,

por lo tanto Im(T) N Nu(T) = {0y} e Im(T) y Nu(T) estan en suma directa.



Solo resta ver que V = Im(T) & Nu(T'), es decir queremos ver que, dado v € V existen
vy € Im(T) y vy € Nu(T) tales que
v = U1 + V2.

Observar que siempre vale que
v=T(w)+ (v—T(v)),

donde T'(v) claramente pertenece a Im(7T). Si podemos probar que v—T'(v) € Nu(T'), entonces
habremos probado que V = Im(T) & Nu(T). De hecho,

T(v—Tw) =T() —T(T(v)) =T)—T*v) =T(v) - T(v) = 0y.

Por lo tanto, concluimos que v — T'(v) € Nu(T') y como a v lo escribimos como v = v + va,
con vy :=T(v) € Im(T) y vy :=v—T(v) € Nu(T), se sigue que

V=1Im(T)® Nu(T).

Por lo tanto, estd definido el proyector ., (1), Nu(T)-

Por otra parte, si v € Im(T) vimos arriba que T'(v) = v y (obviamente) T(v) = Oy si v €
Nu(T). Entonces, como Iz, 1y, yu(r) €s latinica transformacién lineal tal que Iz, (), nuy(7)(v) =
v, si v € Im(T) y Uppyr), Nuer)(v) = Oy, si v € Nu(T) (lo probamos en el Ejercicio 24 a),
tenemos que T" = Iljp(7), Nu(T)-

Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces S := Iy — 2T es tal que S? = Iy.

Como T? =T, por el item a), tenemos que T = II Im(T), Nu(T)- Entonces

S=1Iy—2T = Iy — 2y (1), Nu(T) = ZNu(T), Im(T)
y se puede aplicar el Ejercicio 24 e) para concluir que S? = Iy.

Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces T := %(IV —85) es tal que T? = T.

De hecho,

TQ:ToT:%(IV—S)o%(IV—S):i[(IV—S)o(IV—S)]:

1 1
:E(IVOIV—IVOS—SOIVJrSoS):Z(IV—2S+SQ):
1
—(

1
4(v S+ Iy) 1

donde usamos la hipétesis S? = Iy.

1
2Iy —28) = S(Iy = §) = T,

Otra forma de probar este hecho es verificando que T?(v) = T(v), para todo v € V.
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d)

Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces S es la simetrfa de V con respecto a Im(3(Iy — S))
en la direccién de Nu(3(Iy — 9)).

Si S € L(V) es tal que S? = Iy, usando el item c), vimos que si definimos T := %(IV - 9),
entonces T2 = T. Por otra parte, por el item b), como T2 = T, probamos que

Iy = 2T = Y nu(T), 1m(T)-
Ahora, reemplacemos por la definicién de T en la igualdad anterior. Por un lado,

1
]VfQT:IVfQ(E(IV*S))IIvffv+S:S
y, por el otro lado, Nu(T) = Nu(3(Iy — S)) e Im(T) = Im(3(Iy — S)). Entonces
S =1Iy—2T = XNurT), Im(T) = ZNu(%(IV—S)), Im(% (Iy—9))*

Entonces S es la simetrfa de V respecto a Nu(4(Iy — S)) en la direccién Im(1(Iy — S)) (en la
gufa hay un error).

Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces

V= NU(S—Iv)EBNu(S—i-Iv).

Si S € L(V) es tal que S* = Iy, usando el ftem c), vimos que si definimos 7' := 1(Iy — S)
entonces 72 = T. Como T? =T, por el {tem a) tenemos, que

V = Nu(T) & Im(T) = Nu(%(IV —9) @ m(%(lV —9)).

Observar que si L es una transformacién lineal y a € K\ {0} (un escalar no nulo), siempre

vale que
Nu(aL) = Nu(L).

La prueba es muy simple, pero la vamos a hacer. Fijense que si v € Nu(aL), entonces
aL(v) = Oy, como a # 0, se sigue que L(v) = L aL(v) = L 0y = Oy y entonces v € Nu(L).
Reciprocamente, si v € Nu(L) entonces, L(v) = Oy y claramente aL(v) = a0y = Oy, entonces
v € Nu(aL) y concluimos que Nu(aL) = Nu(L).

Usando la idea anterior, se sigue que Nu(3(Iy — 5)) = Nu(T) = Nu(Iy — 5).

Ahora, veamos que

Im(%(]v — §)) = Im(T) = Nu(ly + S).

De hecho, si v € Im(T), como T? = T, en el item a) probamos que eso implica que T(v) = v.
Entonces, reemplazado por la definiciéon de T, nos queda

v =T(w) = %(IV _ Sy = %(v — Su).

11



Entonces
1 1 , .1 1
(Iyv + S)(v) = (Iy + S)(i(v —Sv)) = 5[1} — Sv+ Sv— S| = 5[1} —Iy(v)] = 5[1} —v] = Oy,

donde usamos que S? = Iy. Por lo tanto Im(3(Iy — S)) € Nu(Iy + 5).

Finalmente, si v € Nu(Iy + S), entonces (Iy + S)(v) = v+ S(v) = Oy, es decir S(v) = —v.
Como T := 3(Iy — ), entonces S = Iy — 2T Por lo tanto

—v=_9S) =y —2T)v=v—2T(v),
entonces, —2v = —27(v), o lo que es lo mismo, v = T'(v), entonces v € Im(T) = Im(3(Iy—5)
es decir probamos que Nu(V + S) C Im(3(Iy — S)). Por lo tanto, vale que Im(3(Iy — 5)) =
Im(T) = Nu(Iy + S) y entonces

V= Nu(T)® Im(T) = Nu(ly — S) & Nu(ly + S).

Las siguientes son algunas conclusiones que podemos obtener del Ejercicio 27.

Sea V un K-espacio vectorial, entonces
T es un proyector si y s6losi T2 =T oT =T.
En este caso, se cumplen las siguientes propiedades:

» T = Uppr), Nu(T), € decir, T es la proyecciéon de V sobre Im(T) en la direccién de
Nu(T).

» T(v) =wvsiysolosiveIm(T).

» V=1Im(T)® Nu(T).

Ejercicio de examen: Sea V un K-espacio vectorial y sean f,g : V — V dos proyectores.
Mostrar que:

a) f=gsiysélosi Im(f)=1Im(g)y Nu(f) = Nu(g). Es decir un proyector queda univocamente
definido conociendo su nicleo e imagen.

b) En general el item a) no vale si f y g son transformaciones lineales pero f 6 g no son proyectores.

c) Si fy g conmutan (es decir fog = go f) entonces f o g es un proyector tal que Im(fog) =
Im(f) N 1Im(g) y Nu(f o g) = Nu(f) + Nu(g).

Dem. Por lo que acabamos de ver, como f y g son proyectores entonces f y ¢ son transformaciones
lineales de V en V tales que fo f=fygog=yg.

12



(a) Si f = g entonces obviamente tenemos que Im(f) = Im(g) y Nu(f) = Nu(g).
Reciprocamente, acabamos de ver que si f es un proyector, entonces f = Uy, Nu(f), ¥ ademds
si g es un proyector, entonces g = Iy, gy, Nu(g)- Usando que Im(f) = Im(g) y Nu(f) = Nu(g), se

sigue que f = Iy(s), Nu(r) = 9-
(b) Por ejemplo, tomar f : R? — R?, f = idg2 (la funcién identidad de R?) y tomar g : R? — R2,
definida en una base de R? por:

11 4] o(2b-[1]

Entonces g no es proyector, pues [ 1 ] € Im(g) pero g([ } }) # [ 1 ] .
Ademsds Im(f) = Im(g) = R? y Nu(f) = Nu(g) = {0}. Pero f # g. Pues, por ejemplo,

HERE!

(c) Primero observar que f o g es una transformacion lineal y

(fog)o(fog)=fol(gof)og=fo(fog)og=(fof)o(gog)=Ffog.

Entonces f o g es un proyector.
Siempre vale que Im(fog) C Im(f)y Im(go f) C Im(g). Entonces Im(fog) =1Im(go f) C
Im(f)NIm(g). Sihay dudas sobre este hecho, se recomienda hacer la demostracién como ejercicio.
Por otra parte, si x € Im(f) N Im(g), entonces x € Im(f) y = € Im(g). Entonces, como f y g
son proyectores, se sigue que x = f(x) y = g(x). Entonces,

x= f(z) = f(g(x)) = fog(x).

Por lo tanto € Im(f o g) y se sigue que Im(f)NIm(g) C Im(f og). Entonces, como probamos la
doble inclusién, tenemos que Im(f o g) = Im(f) N Im(g).

Finalmente, siempre vale que Nu(f) C Nu(go f) = Nu(fog) y Nu(g) € Nu(f o g). Entonces,
tenemos que Nu(f)+ Nu(g) € Nu(f o g). De hecho, si z € Nu(f) + Nu(g), entonces z = z1 + z9,
con z1 € Nu(f) y z2 € Nu(g), entonces,

fog(z) =fog(z1+22) = fog(z1) + fog(zz) =go f(z1) + f(Ov) = g(Ov) + Oy = Oy

vz € Nu(fog).
Por otra parte, si x € Nu(f o g). Entonces, f(g(z)) =0y g(x) € Nu(f). Observar que

r=z—yg(r)+g(z),
con z—g(x) € Nu(g) pues g es proyector. De hecho, g(x—g(x))) = g(z) —gog(x) = g(x)—g(x) = Oy.
Entonces, como escribimos a * = x1 + 23 con z1 := & — g(x) € Nu(g) y z2 := g(x) € Nu(f), se
Nu(g) y

sigue que x € Nu(f) + Nu(g), entonces Nu(f og) C Nu(f)+ y, como probamos la doble
inclusién, tenemos que Nu(f o g) = Nu(f) + Nu(g). O
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Rotaciones

Resolviendo el Ejercicio 22, podemos ver que la expresion general de la transformacion lineal
RY : R?® — R? que es la rotacién de un angulo 6 en sentido antihorario del plano zy alrededor del
eje z es:

U cos(f) —sin(f) 0 uy U
RO( | ug |)= | sin(@) cos(@) 0 ug |, con | uy | € R
us 0 0 1 u3 us

La transformacién lineal R? : R3 — R? que es la rotacién de un dngulo @ en sentido antihorario
del plano yz alrededor del eje = y la transformacién lineal Rz : R? — R3 que es la rotacién de un
angulo 6 en sentido antihorario del plano zz alrededor del eje ¥, se obtienen de manera similar y sus
expresiones generales son:

(75} 1 0 0 (5] Ul
RO( | ug [)= |0 cos(d) —sin(h) ug |, con | uy | ERPy
us 0 sin(f) cos(#) us us
U cos(#) 0 —sin(6) Uy Uy
Rz( ug |)= 0 1 0 uy |, con | uy | €R3
us sin(#) 0 cos(6) us u3

Con esto en mente vamos a resolver el Ejercicio 23 que tal como lo indica el simbolo radioactivo
no es nada sencillo.

Ejercicio 23 : Disenar un método, basado en las rotaciones definidas en el Ejercicio 22, que
permita transformar el punto [1 0 O]T en cualquier otro punto de la esfera de radio 1,

S {lzy 2]t 2+ 4+22=1)

Utilizando esa metodologia elaborar un sistema de instrucciones que permita asir un objeto
situado en el punto [? g 0]” y trasladarlo hasta el punto [@ ? ?]T

Para resolver este ejercicio, vamos usamos las siguientes propiedades trigonometricas:
» cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b).

» sin(a + b) = sin(a) cos(b) =+ cos(a) sin(b).

. Uy
También, vamos usar las coordenadas polares de un vector [ ] en el plano: las coordenadas
U2

U2
al que pertenece la componente u1) ¢ € (—m, 7]. Entonces, tenemos que:

2 (2]

polares del vector [ ul ] estdn dadas por su distancia al origen r > 0 y su dngulo (respecto del eje
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donde 7 := (u? +u3)/? y ¢ = arc cos(%h) siug > 06 ¢ = —arccos(%) si ug <O0.

Vamos a resolver el ejercicio de manera abstracta para entenderlo mejor y luego vamos a resolver
de manera especifica lo que nos piden.

La idea del ejercicio es tomar un punto u = [u; ug u3]’ € S; (que pertenezca a la esfera unitaria)
y trasladarlo a cualquier otro punto v = [v1 vg v3]T € S; usando (tinicamente) rotaciones.

Vamos a demostrar que para logar esto, necesitaremos rotar el vector v un angulo « alrededor
del eje z, y 6 z y luego a dicho vector rotado lo rotaremos nuevamente un angulo 8 alrededor de
otro de uno los dos ejes restantes. Por ejemplo, rotaremos u un angulo « alrededor del eje z, si
llamamos u" al vector obtenido en la primera rotacién de u, luego rotaremos ese vector v’ un dngulo
B alrededor del eje = 6 y para obtener el vector v.

El orden de las rotaciones la podemos cambiar tranquilamente, pero en esta resolucién vamos a
demostrar cémo serian los pasos a seguir si primero rotamos u respecto del eje z y luego u' respecto
del eje z 6 y.

Para decidir sobre qué eje rotaremos inicialmente el vector u, debemos ver cuéles (alguna o mas
de una) de las siguientes situaciones tenemos:

» Si v} > u?, rotaremos en primer lugar el vector u respecto del eje z.
» Si w3 > u2, rotaremos en primer lugar el vector u respecto del eje y.

= Si v§ > u%, rotaremos en primer lugar el vector u respecto del eje z.

Observar que NO puede pasar a la vez que v% < u%, v% < u% y 1)32, < u%, por que si pasa eso,
entonces

I:v%—i-vg—i-vg <u%+u%+u§: 1,
entonces 1 < 1, lo cual es absurdo.
Vamos a suponer entonces que v§ > u§ y rotaremos en primer lugar, u respecto del eje z. Si
tenemos alguno de los otros dos casos, el método que veremos se puede adaptar facilmente y la

resolucién es similar.
Las incégnitas que tendremos que resolver seran:

s El dngulo « al cual rotaremos el vector u alrededor del eje z.
» Si luego rotamos el vector v’ respecto del eje x o del eje v.

» El d4ngulo 3 al cual rotaremos el vector ' alrededor del eje x o del eje y.

Dem. Paso 1: Rotamos el vector u un angulo « respecto del eje z. Recordar que estamos supo-
niendo que v% > u%

Entonces, si rotamos el vector u un angulo « respecto del eje z, por lo que vimos en el Ejercicio
22, obtendremos R$(u) :

cos(a) —sin(a) 0 U1 uy cos(av) — ug sin(a) u)
RS (u) = | sin(a) cos(a) O ug | = | wisin(a) +uscos(a) | = | uh | =
0 0 1 us U3 uh
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La pregunta que surge ahora, es como obtenemos el valor del dngulo « y alrededor de qué eje (si
x 6 y) rotaremos el vector v’ el dngulo 3 para finalmente obtener v. Para responder esto, vamos a

. u .
considerar las coordenadas polares del vector [ ul ] en el plano xy como vimos en (2). Sean r > 0
2

)= [

y ¢ € (—m,m] tales que

donde 7 := (u? +u3)"/? y ¢ = arccos(“L) siug > 06 ¢ = — arc cos( ) si ug < 0.
0
Nota : Observar que estamos suponiendo que u # 0 | (que es el tinico caso que nos darfa
1
0 0
r=20).Siu= 0 [, como v% > u% =1y v € S5y, no queda otra que v = 0 | . Entonces, en
1 1

ese caso, para trasladar el vector u al vector v no habria que hacer nada porque son iguales.

Paso 2: Una vez calculado r (el radio de las coordenadas polares del vector [ Zl ] ) v, sabiendo
2

que v (la primera coordenada del vector objetivo v) es dato, vamos a decidir si la segunda rotacién
es respecto del eje x o del eje y de la siguiente manera:

Si [%] <1, la segunda rotacién la haremos respecto del eje x y seguimos con el paso 3.

Si |[%| > 1, la segunda rotacién la tendremos que hacer respecto del eje y y seguimos con el paso
3y.

En los pasos siguientes vamos a entender por qué tenemos que discriminar en los dos casos
anteriores.

Paso 3x: Obtencién de a y de .

Tenemos que |%| < 1. Entonces, supongamos que ahora rotamos al vector «’ (que fue el que
resulté cuando rotamos el vector u un dngulo « alrededor del eje z) un angulo 5 alrededor del eje
x para obtener el vector objetivo que llamamos v.

Entonces:
1 0 0 u) u) U1
Ré(uYy= | 0 cos(B) —sin(B) uy | = | uhcos(B) —ugsin(B) | = | vo
0 sin(B8) cos(p) uh ub sin(B) + uf cos(B) v3

Entonces, como v} = vj, reemplazando con la expresiéon de u} y las coordenadas polares de

[ Zl ] que calculamos en el Paso 1, tenemos que
2

v1 = 1) = ug cos(a) — ug sin(a) = r cos(¢) cos(a) — rsin(¢) sin(a) = r cos(¢ + a),

donde usamos una de las identidades trigonométricas de arriba.
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Por lo tanto,
v
71 = cos(¢ + ). (3)

De la ecuacién (3), como |“*| < 1, podemos aplicar la funcién arccos y obtenemos que

o= arccos(v—l) — ¢.
r

Ya resolvimos dos incégnitas: obtuvimos « y decidimos que la segunda rotacién sera respecto
del eje z. Solo nos resta obtener .
Observar que:

v3 +v3 = (uycos(B) — uhsin(B))? + (uhsin(B) + g cos(8))? = (up)* + (u)?, (4)
donde la tltima igualdad se sigue desarrolando los cuadrados y usando que sin(3)? + cos(3)? = 1.
!/
A continuacién, obtengamos las coordenadas polares de los vectores Z,Q ] y 22 esta vez
3 3
en el plano yz. Sean r, 7" > 0y ¢', 7 € (—m, 7] tales que
uy || r'cos(¢)
uy || 7 sin(¢) Y
va | | " cos(T)
vg | | sin(r) |’
Entonces, usando (4), tenemos que
"% = 03+ s = (uh)? + (uf)? =2
Por otra parte, ¢/ = arccos(qf,—/?) stuy > 06 ¢ = —arccos(z—:?) siug < 0y, 7= arccos(%) si

v3 > 06 7= —arccos(77) si vz <O0.

!/
U

Por lo tanto, usando que 7"’ = r’, reemplazando con las coordenadas polares de [ u’2 ] y de
3

[ v2 ] y aplicando las identidades trigonométricas que vimos arriba, obtenemos que
3

ve = 1’ cos(7) = uh cos(B) — ufsin(B) = r’ cos(¢) cos(B) — 1’ sin(¢’) sin(B) = r’ cos(¢' + B) y

vy = 7’ sin(7) = u)sin(B) + uj cos(B) = 1’ cos(¢’) sin(B) + 7' sin(¢') cos(B) = 1’ sin(¢' + B).

Por lo tanto, despejando, nos queda que 7 = ¢ + 3, es decir
B=r—4¢.
Entonces, habiendo obtenido « y , concluimos que

v = [R{ o RZ(u)
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y obtenemos lo que queriamos.
Paso 3y: Obtencién de o y de

Si [21] > 1, la segunda rotacién la tendremos que hacer respecto del eje y. Entonces,

cos(f) 0 —sin(p) u) u) cos(B) — uhsin(f) vy
Ry(u') = 0 1 0 uh | = ub = | v
sin(8) 0 cos(pB) uh wy sin(B) + uf cos(B) v3
Entonces, u, = v9 y volviendo a la expresién de u}, y a las coordenadas polares de [ 51 ] que
2
calculamos en el Paso 1, tenemos que
vo = uh = uy sin(a) + ug cos(a) = r cos(¢) sin(a) + rsin(¢) cos(a) = r cos(¢p — ).
Por lo tanto,
U2
— = cos(¢ — a). (5)
r

Como, en este caso, [?4| > 1y de entrada estamos suponiendo que U§ > u%, no queda otra que
[ <1.

Veamos por qué vale la afirmacién de arriba: supongamos que no vale que |2 < 1, es decir que
|“2| > 1. Entonces, por un lado estamos suponiendo que |“+[ > 1, eso implica que v? > r?y, por el
otro lado, como |%| > 1, tenemos que v3 > 7. Entonces

v%—l—v% > 7 :u%+u%.
Entonces, usando que inicialmente tenemos que v§ > u%, nos queda
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 = V1 +U2+U3 >U1+U2+’U3 Zu1+u2+u3: 1,

es decir, nos quedé que 1 > 1, lo cual es absurdo. Por lo tanto [%2| < 1. Entonces, de la ecuacién
(5), como [?2| < 1, podemos aplicar arccos y obtenemos que

V2
a = ¢ — arccos(—).
r
Ya resolvimos dos incégnitas: obtuvimos « y decidimos que la segunda rotacién sera respecto

del eje y. Sélo nos resta obtener 5.
A continuacidén, tal como hicimos arriba, obtengamos las coordenadas polares de los vectores

U/ V1
[ ! ] y { } en el plano xz, tales que
us U3
uy || ' cos(¢)
wy | = | o sin(@)

et
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Entonces, de la misma manera que lo vimos para el paso 3z, podemos ver que

P = (o) + (v5)” = i +uf ="

/ /
y por otra parte, ¢/ = arccos(++) si uj > 06 ¢ = —arccos(+4) si ufy <0y, 7 = arccos(%) si vy > 0
6 7= —arccos(%) si vz <O0.
Operando de manera similar que en el paso 3z, obtenemos

B=7-4.
Entonces,

v = [R) o R](u).

Ahora si, vamos a resolver el Ejercicio 23, aplicando los pasos que vimos arriba.

w\s

Ejmplo 1: En este caso, u = [@ g 0]” y vamos a trasladarlo hasta el punto v = [¥%3 i @]T
Observar que v§ = % > 0= u% Entonces, tal como vimos, primero vamos a rotar al Vector U un
angulo a respecto del eje z.

. Ui
Para obtener «, primero tenemos que calcular las coordenadas polares del vector [ ] =
U2

eferfs

] en el plano xy. En este caso

V2 (V20
2

r= (5T + (5 =1

y como ug > 0,

2
= arccos(—=-) = —.
. ()=1
Por otra parte, como |} = @ < 1, la segunda rotacién la haremos alrededor del eje x y ademas
V1 3 T
= arccos(—) — ¢ = arccos(—) — —.
o = arceos() — ¢ = arccos(L0) - T
Para no escribir tanto, llamemos a = arc COS(\[) y b = Z. Entonces, cos(b) = sin(b) = @,

cos(a) = cos(arccos(?)) = % y sin(a) = sm(arccos(?)) = (1 - (?)2)1/2 = @.
Usando las identidades trigonométricas de arriba, observar que

cos(a) +sin(a) = cos(a—0b) +sin(a —b) = cos(a) cos(b) +sin(a) sin(b) +sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) =

\2[(\[ + sin(a) + sin(a) — \/f) = /2 sin(a) = \/313 = %

cos(a) — sin(a) = —[— + sin(a) — (sin(a) —

V33 RNV
3
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Entonces, usando la expresién del Paso 1, calculemos v, uh y us sabiendo que, en este caso,
UL = Uy = @ Entonces,

_ V263

u) = uy cos(a) — ug sin(a) = T(COS(O[) — sin(a)) 5 ( 3 ) 3
uhy = ug sin(a) + ug cos(a) = 72(008(04) +sin(a)) = ?(2\3/3) = \éé y
ufy = ug = 0.
Sélo nos restan obtener las coordenadas polares de los vectores [ Zé ] y [ 2;2», ] en el plano yz.

En este caso,

V3 V3 V6
r = () + ()12 = (502 + (22 = 22
3 3 3
y por otra parte, como uz = 0, tenemos que ¢/ = 0 y, como vy = @ > 0, tenemos que 7 =
arccos(%) = arccos(@) =I

Entonces

Por lo tanto,

arc cos( %2

v=Rio Ry

y obtuvimos v con una rotacién del vector u un angulo arc cos(%2) — 7 alrededor del eje z y luego

3
una rotacién un dngulo 7 alrededor del eje x.

Ejemplo 2:
Supongamos que u = [1 0 0]7 y v = [0 1 0]7. Entonces, como v = 0 = u3, podemos rotar al
vector u un dngulo a respecto del eje z.

. 1
Para obtener «, primero tenemos que calcular las coordenadas polares del vector [ Zl ] = { 0 }
2
en el plano xy. Pero en este caso, es muy simple ver que, r =1y ¢ = 0.
Entonces, como |7+| = 0 < 1, tenemos que la segunda rotacién la haremos alrededor del eje .

Ademas "
aarc cos(—l) — ¢ = arccos(0) =
T

v

En este caso, tenemos que uf = uj sin(a) + ug cos(a) = sin(a) = 1 y uy = uz = 0. Observemos
que con esta rotacién alrededor del eje z, ya obtuvimos el vector objetivo v. Si el método que
desarrollamos es correcto, la siguiente rotacién alrededor del eje = deberia ser de un angulo 0 (es
decir no hay que rotar nada).

!/
Calculemos las coordenadas polares de los vectores [ u,2 ] = [ L ] y [ 2 ] = [ L ] en el

plano yz. En este caso,

r = [(U/2)2 + (ug)Z}l/Z _ ’ul2| _ [’U% + 05]1/2 —-1
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y por otra parte, como u3 = 0, tenemos que ¢’ = 0y, como v3 = 0, tenemos que 7 = arccos(7%) =
arccos(l) = 0.
Entonces, como sospechabamos

Por lo tanto
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